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Integral tertentu dan tak tertentu

Integral:

> tak tertentu: Jika f(x) ditentukan maka setiap fungsi F(x)
hingga F'(x) = f(x) disebut Integral tak tertentu dari f(x)
dituliskan [ f(x) = F(x) + C.

Contoh: x3,x3 — 2, x3 4+ 1 adalah integral tak tertentu dari
f(x) = 3x2, dituliskan [ 3xdx = x3 + C

> tertentu: Jika f(x) fungsi kontinyu pada [a, b] maka dikatakan
bahwa f(x) terintegralkan (integrable) pada [a, b] dan disebut
b

integral tertentu dan dinyatakan dengan [ f(x)dx.
a



Sifat-sifat integral tak tertentu

1. | [ kf(x)dx = k [ f(x)dx | dimana k konstanta

Bukti: Untuk sisi kiri, M

dx
Untuk sisi kanan,

d{k [ f(x)dx} _ kd{ [ f(x)dx}

= kf(x)

dx dx = KF(x)
2. | [{f(x) £ g(x)}dx = [ f(x)dx £ [ g(x)dx
Bukti: Untuk sisi kiri, L 1700 £&0bdx] F(x) £ g(x)

Untuk sisi kanan, o
d[[ )£ [ g(x)dx] _ d [ F(x)dx | d [ g(x)
dx dx dx
= f(x) + g(x)




Beberapa rumus integral tak tertentu[l]

1. [0dx=C
1
2 n — n+1 . _
[ x™dx P +C; (n#-1)
1
3. [=dx=In|x]+ C
X
4. [eXdx =e*+ C
aX
5. “dx = —+ C
J aax Inx+
6. [sinxdx = —cosx + C
7. [cosxdx =sinx + C
8. [tanxdx = In|secx|+ C
9. [cotxdx = In|sinx|+ C

10. [secxdx = In|secx 4 tanx| 4+ C

11. [escxdx = In|cscx — cot x| + C



Beberapa rumus integral tak tertentu[2]

12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

[ sec? xdx = tanx + C
[esc? xdx = —cotx + C

[ sinh xdx = coshx + C

[ cosh xdx = sinhx + C

[ tanh xdx = In|cosh x| + C
[ cothxdx = In|sinh x| + C
[ sech®xdx = tanh x + C

[ csch®xdx = — cothx + C

i A arcsinx + C
Vi—x2
f dx
Va2 —x2
dx
J

1+ x2

X
= arcsin — + C
a

= arctanx + C



Beberapa rumus integral tak tertentu[3]

dx
23. faz+x2

24, [Inxdx =xInx —x+ C

1 X
= —arctan— + C
a a

dx
o 2
25. [ x2i1_|n’X+\/X +1/+C
dx
_ 21 2
26. [ X2ia2_ln|x+\/x +a?[+ C

1
27. [V1—x2= g\/l—x2+§arcsinx+ C
X a2 X
28. [Va? —x? = 5\/32—x2+?arcsing+C



Integrasi parsial

Jika u = f(x) dan v = g(x) adalah fungsi-fungsi yang diferensiabel
maka:

udv = uv — | vdu
J /

Cara menggunakan rumus diatas:

» dv dipilih sehingga v mudah dicari

» [ vdu harus menjadi lebih mudah daripada [ udv
Contoh:

> | = [ xe¥dx

> | = [ e¥sinxdx



Penerapan 1/D pada integral tak tertentu

d
D = — operator derivatif
dx

1
D= D! = [ ...dx operator integral
1 1
—— =14+D+ D%+ ..; — —=1-D-D?>— ...
) + D + + .., = 14D
D sin ax = acos ax; ‘ D? sin ax = —a2sin ax‘
D cos ax = —asin ax; ‘ D? cos ax = —a? cos ax‘

(D? — b?)sin ax = (—a? — b?)sin ax
(D? — b?) cos ax = (—a® — b?) cos ax, sehingga:

. sin ax 1 COoS ax
————sinax = cosax = ————
D2 — p? —a2 —p2 || D2 — p2 —a2 — p?




1 1
Rumus: | —e™V — e*——_V/

D (D + a)

Bukti :
D(eaXU) = ge¥ U 4 e DU

D(e*U) = e*x(D + a)U

D{eax; V} — 2™V

(D + a)
Misal: 1
D U=V U —
o) — D+ a
1 1
(V)= e~V
D(e )=e (D + a)
Buktikan: .

1
f eZX(2x2 —4x + 8)dX — 5e2><(2X2 Cax 8)



1 1.1
Rumus: | =x V = (

D

Bukti: )
D(x U) = x DU + U Misal : DU:V—>U:5

Contoh:
| xe* cos 2xdx = ...



Rumus:

1 1 1 1 1
—(UV)=U=V -DU=V +D*U=V - DU V+.
D( ) D D? i D3 D* N

Bukti:

Jika y = UV dimana U = f(x) dan v = g(x) maka turunan

tingkat ke n,

y(n = D(”)(UV) dirumuskan oleh Leibnitz sbb:

1
D(") = UD"V + nDUD" 1V + ﬁn(n —1)D?2UD" 2V +
) !

mn(n —1)(n—2)D3UD" 3V + ..

Dengan memasang n=-1, maka:

1 1 1 1 1
—(UVY=U=V -DU—V +D?*U—-—V —D3U-—=—V + ...
D(U ) UD UD2 + UD3 UD4 +



Integrasi fungsi pecah rasional

1.

Jika N(x) = (ax + b)(cx + d) maka dibawa ke bentuk
A B

+ .
ax+b ox+d
Jika N(x) = (ax + b)?(cx + d) maka dibawa ke bentuk
A B ?
ax+ b + ax+b

Jika N(x) = (ax? + bx + c) dengan D < maka dibawa ke
A Bx+ C
bentuk

cx+d+ax2+b'

Contoh:

1.

2.

3.

x—1
| = ——————dx
I e
3x+1
| = ———-
fx2+2x+1dx
23 — 2x
I= [ 222X g
fx2+9x—5 x



Formula operasi fungsi trigonometri

Csin®x 4 cos?x =1

. sin2x = 2sin X Cos X

2 2

X — sin“ x

1

2

3. cos2x = cos
4 2

1
. sin“x = E(l—cos2x)

o

1
cos? x = 12(1 + cos 2x)
6. sin(—x) = —sinx; cos—x = cosx

7. sinax cos fx = %{sin(a + B)x + sin(a — B)x}
8. cosaxsin 8x = %{sin(a + B)x —sin(a — B)x}
9. cos ax cos fx = %{cos(a + B)x + cos(a — B)x}

10. —sinaxsin fx = %{cos(a + B)x — cos(a — B)x}



Integrasi fungsi trigonometri[1]

Bentuk: | [ ax cos Bxdx; [ cosaxsinBxdx; [ sinaxBxdx

. . _ sinf@—Yaz] _sin@tbdz] 5 > / .2 _ z _sin2az
/smawsmbwdm T 20D (a®#£b%) sin‘az dz = 5 »

_ sin[f@—bz]  sin[a+bz] 2 / 2 _z  sin2az
/cosaa:cosbxda: = 26y + 2+ < (a2#b?) cos‘ax dr = 5 v

- in%
/sina:v cosbr dr = _cosle=ba] _ cosllatba], (a®£b?) /sin az cos az dz = S2 2T

2(a—b) 2(a+b

2a
5 . 2z a’z? =2 . sinax  xcosax
z°sinar dr = — sinax — ——5— cosax rsinazr dr = — —
a a a a
2 2z a’z? -2 | cosar xsinax
T cosaxdm:—zcosax+7351nax zcosardr = 5
a a a a
Contoh:

| sin 5x cos xdx



Integrasi fungsi trigonometri[2]

» Bentuk: | [ R(sin x, cos x)dx |, R= fungsi rasional

T X X
Subtitusi : tan 5 =t—= > = arctant, — x = 2arctan x

J 2dt . 2t 1-¢2
I — isinx = yCOSX = —
T+ 12 1+ P L+

. 2t ]_—t2 2dt

Maka: fR(SInX,COSX)dXZ fR(1_|_t2'1+ t2)1+ t2

» Bentuk: ‘R(sin x, cosx)dx = [ R(— sinx,—cosx)dx‘

L 1
Subtitusi: tanx =t => x = arctant — Cos X = ————
V1+ x2

» Bentuk: | R(tan x)dx

Subtitusi: tanx =t = x = arctant — dx =

dt
14 t2




Contoh:

1. /:fL
5+ 4cosx

2. | = fdxsinzx—sinxcosx
1+t

3. 0= [Ny,

1 —tanx
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